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Simplified Equations to Evaluate the Stress Intensity Factor of 
       an Arbitrarily Located Circumferential Crack 
  in a Finite Length Cylinder under Axisymmetric Bending
Toshiyuki MESHII and Katsuhiko WATANABE
   A set of simplified equations to directly calculate the stress intensity factor of an arbitrarily 
located circumferential crack in a finite length cylinder, under axisymmetric bending loads, were 
presented. They were derived based on the simplified method previously reported by the authors. 
The effects that the cylinder length and the crack location have on the value were illustrated by using 
the equations. The results indicated the necessity to pay attention on the effects of the cylinder length 
and the crack location, in evaluating the stress intensity factor of a circumferentially cracked 
cylinder, under symmetrical bending. 
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筆者 らの最近 の研究成果に よりその興味深い特性が
明 らか になってきた.す なわち,従 来ハン ドブ ック
等ロ}の形でまとめ られている円筒環状 き裂のK値 は
円筒長 さ,軸 方向のき裂位置 について評価ができる
ものがなかったが,有 限円筒環状き裂のK値 はこの
2つび)形状パ ラメータに顕著 に影響 されることをこ
れ まで に報告 してきた.具 体的には,ま ず環状き裂
が円筒長 さの中央にある場合 につき,軸 対称曲げ下
と半径方向一次元温度分布の もと端部を回転拘束さ
れ てい る場合 に生 じる熱応 力下 とにおけるK値 の簡
易評価式を薄肉円筒理論に基づき導 き,こ れ らのK
値 が円筒長 さに強く影響 されることを報告 した(2).
その後,軸 対称曲げ荷重のみ ならず軸対称 半径方向
荷重を受ける場合に適用できるよう,か っ環状き裂
が円筒軸 方向任意位置に存在する場合に適用できる
よ う一般化 したK値 簡易評価法を提案 した.そ して
一例 として軸対称 曲げ下K値 が円筒長 さのみ ならず
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対するK値 を評価することは危険側 の評価 となる こ
とを指摘 した(3}.すなわち円筒中環状き裂の評価に
あたっては円筒長 さ,き裂位置を評価に入れ るとい う





そ こで,本 論文では先に導いた薄 肉円筒理論に基
づ く一般的な手法をもとに,特 に両端に等 しい曲げ
荷重が働 く場合,お よび一般に外力によるK値 評価
に代る もの としてよく行われ ることであるが,き 裂
内面上に,き 裂が無い ときにその位置に生 じる曲げ
モーメン トによる応力に相 当す る表面力を加 える場
合にっきK値 を簡易評価式 の形で具体的に与 える こ
とに した.同 時に,熱 応力問題等 における端部拘束
の影響 を考えるにあたって重要 となって くる,円 筒
端面の回転角にっいて も定式化す る。最後に有限要
素法による解 との比較を行 って,導 いた簡易評価式
による解の精度を確認する.さ らにこれ らの解を通




















鞠 一誓 痂 ・FM(ζ=a/W)(2)
ここに,Z=Wz!6,馬 は純 曲げ下K値 評価 式 におけ る
有 限幅 の補正係 数で ある.
バネ部 にお けるせ ん断力,曲 げモー メ ン ト,た わみ
お よび上下 の梁のバネ側 端部 におけ る回転角 をそれ ぞ
れFc,ル仏 アc,鼻,,佑 と表 し,
F、君=[尋M、 ・yCθ,!堺,J` {3)


























ただ しこの ときの 弾性 支持 梁のバ ネ定数kは,形 式
的 に 曲げ剛性ErをD=EW/12(1一ジ)とし,次 式 に よ り
求め られ るもので ある.
k-4の ・グ ーEw4R?D(1)
m
ここに,Rm:平均 半径,W:肉 厚,E:ヤ ング率,v:ボ
ア ッソン比,で ある.βは長 さの逆数 の次元 を有す る.
ま た,上 の置 き換 えに あた って 梁は矩形断 面の もので
あ り,横 荷 重 と弾性 支持 の方 向はその慣性 主軸 の一っ
と一致 し,曲 げ荷 重はそ のベ ク トルが他 の慣 性 主軸 と
一致 す るよ うに作用 してい る場 合を考 えてお り,以 下
梁 を考 える場合 にはすべ て 同様 であ る.
所用のK値KMは 図1右 のモ デルにお いて端部 に単
位厚 さあた りP,,PZの横 荷重お よび 曲げ荷 重M,,MZ
を作用 させ た ときのバ ネ部 に働 くモー メン ト 鋳 を求
め,こ の 展.が 作用す る純 曲げ下の片側 き裂梁 のK値









































なお,式(5),(6)中のλ,λ'は各種 コンプ ライ ア ンスで
あ り,そ の具体的 な定義 につ いて は付 録 を参 照 され た
い.ま た」λはバ ネ の コ ンプ ライ ア ンス であ り,の ち
の式(18)で与 えられ る.以 下,こ の 手法 を両端 に等 し
い曲 げ荷重 を受 け る場合 につい て適 用す る.
2・2両 端 に等 しい軸 対称 曲 げ荷 重 を受 け る問題 の
K値 簡 易評価式 ここで対象 とす るの は,両 端 に等













この ときP,=PZeO,掲 二:u1=Mであ り,こ れ を
式(4)に適 用 し,計 算 を進 め る と,回 転バ ネ 部 に作用
す る曲げ モー メン ト燐,せ ん断力Fcが 次 の よ うにす
ぐ利 用で きる形で 求ま る.
ルfc/M=
{毎… 角 …h,t3h,+…飾 、c・h/3hz
繍 β(H+小i・ 聯,一 ・i・融,si・hβ(H+h,)
+sinβ(1ノ+hz)sinhnSinβゐ隆sinhQ(H+h2)
一… β(H+h,)…hJ3h,一… 茄 、c・hβ(H+h,)






















価式 外力によるK値 を評価するにあたって,そ れ
に代るものとして,き 裂が存在 しない場合にき裂相 当
面に生じるモーメン トに対応する表面力を打ち消す よ
うな表面力をき裂面にかける解析が しばしば行われる.
そ こでここでは,図3に 示すき裂面上にモー メン ト













Z(ξ)=〔 紛 修 痂 ・馬(ξ)]
_(玉0)
・(紛㌔
こ こで,KMbeamは曲げ荷 重Mを 受 ける純 曲げ下の片側
き裂梁 のK値 で ある.な お,齢1M,Fc1Mは 二本 の弾
性支持 梁の諸 コンプライア ンス,お よび回転 バネの コ
ンプライ アンスのみ か ら定 まる量で ある ことに留意 し
たい.
一方 ,端 部A,Bに お ける回転角 につい ては一端 に
曲 げ荷 重 ルf,他端 に荷 重Flコ,齢 を受 け る弾性 支持梁
のMを 受 ける端 部の 回転角 と して,付 録 中の式(A1)
よ り次式が得 られ る.
岳隣]-q+Q・[調(11)






まず,こ の 妬 に等 しい 曲げモー メ ン トが,両 端面
に等 しい 曲げ荷重Mを 受け る き裂 が存在 しない 円筒
にお い てき裂相 当面 に生 じる と考 え る.こ の とき 属
は,Hetenyiが弾性 支持 梁に対 し導い た結果{4}を円筒
用 に書き直す こ とに よ り,き 裂相 当面 の位 置 の関数 と





所用 のK値 は重ね合 わせ の原理 よ り図2の 問題 にお
い て,M=(岬 φ,)とおい た場合 のK値 と等 しいので あ
るか ら,式(藍0)にM=(M♂φ。)を代 入 し,職 紐4は 構造





ここで,KMObeamは曲げ荷重Myを 受 け る純 曲 げ下の 片
側 き裂 梁のK値 であ る.














従 って,こ のλ。。,。と式(11)より所 用の 回転角 は次の よ
うに得 られ る.
[蝋]1・{9+Q・[鋼}一毒[臨]個
3.軸対称 曲げ荷重 を受け る円筒中の
環状 き裂のK値
ここでは まず,有 限要 素解 との比較 を通 じ導 いたK
値簡 易評価 式の精 度 を確認 す る.そ の後,円 筒 長 さ,
き裂 の位置 が 当該K値 に及ぼす 影響 についてハ ン ドブ
ック等(1)に記 載 が ない ことを念頭 に置 き,こ のK値
簡易 評価式 を用い て これ らの構 造パ ラメー タが当該K
値 に及ぼす影 響 に絞 って検討す る.
3・1有 限要素 解 析結 果 との比 較 先 に2種 類 の
基 本的 な 問題 に対 す るK値 簡 易 評価 式(10),(14)を導
い たが,両 者は本 質的 に同 じもの であ るこ とか ら,以
下式(14)をと り上げ この妥 当性 を確認 す るためH/W,
h,/Hをパ ラ メー タ と して対応 す る軸 対称 有 限要 素解
析 を行 った.す なわ ちき裂 が存在 しない場合 に き裂相
当面 に生 じるモー メン トMoに 対応す る表面 力を打 ち
消す よ うな表面 力 をき裂面 にか ける解 析 を行 い,変 位
法に よっ てK値 を評 価 した.円 筒 半径 肉厚比R　fWe
lO.5,材料 定数 はヤ ン グ率E=206GPa,ボ ア ッソン
比v=0.3と した.こ の解析結 果1(F鮒と式(14)による
結果KM。を曲 げ荷 重M。 を受 ける無限長片側 き裂 梁の
K値KMObeamで基 準化 し図4に 比 較 してあ る.
この図 よ り,同 じR　fWの 円筒 に対 し,
1.梁 理論 に基づ くた め,h,,h1,Hに比べWが 小 さ
い程 良好 な精度 が期待 で きる と考 え られ るが,hl=
Wと な ってい るH/W=4,h,IH=0.75の場合 で も
理 論解 は 有限要 素解 析 とほぼ一 致す るもの にな っ
てお り(&〃=10.5,a/W≦0.6の範 囲 にお いて両
者 の差 は2.5%以下),式(14)の簡 易評価式 はhノ/W,
栂 〃 が1程 度 以上で あれ ば実用上十 分な精度 を も
ってK値 を与 え るもの と判 断 され る.





























































式(14)は薄 肉 円筒 理論 に基 づ い て い る こ とか ら,
Rノ躍 が大 き けれ ば大 きい ほ ど一般 には高 い精 度が 期
待 で きる と考え られ る.一 方,厚 肉 とな る場 合 にっい
ては,別 途行 った数値 解析結 果(R,,,IW=5.5,h,=hz=
H/2)c2}より判 断す る とR,　IW=5.5ぐらいまで は適用
で きるよ うであ る,
なお今 回の有 限要素解析 に よるK値 評価 は,同 一 の
断面 を有す る片側 き裂 梁の純 曲 げ下K値 が 式(17)を用
いて評価 したK値 と比較 して両者 の差 が3%以 内に収
ま るよ うな要素分割 お よびK値 決 定方式 に よ り行 って
い る.ま た計算 の際に,有 限幅 の補 正係数FM,ま た,
純 曲げを受け る無 限長 梁にお いて,き 裂 が入 るこ とに
よるコンプ ライ ア ンスの増 分 として与 え られ るバネ の
コンプライア ンス」λと して,そ れぞれ 次の式(17)(t),
(18)(S)を用 いた.









3・2円 筒長 さ,き 裂位 置 の影響 こ こでは両 端
に等 しい 曲げ荷重Mを 受 ける図2の 問題 につ き,式
(10)を用い て円筒 長 さH,き 裂位 置h,JHが当該K値 に
及 ぼす影 響 を検討 した.円 筒 半径 肉厚比 尺,ノ躍=la.s。
材料定 数は ヤン グ率E=206GPa.ボア ッソン比 レ=0.3
とした.無 次元 き裂長 さ α梛/覇0.3,0.6に対す る結果
を図5.6に 各 々示す.こ れ らの 図 にて,H・罪 が小
さくなるQH小 の領 域.ま たh,/Wあるいはhv%W.が小
さくな るhノ/Hが0あ るい は1に 近 づ く領域 で は参考
値 と考え るべ きで あるが,次 の ことが読 み とれ る.
1.円 筒が 短 くな る と,ま た 円筒長 さに よ らず き裂位
置 が端 部 に近づ く と当該K値 κ㌃1は同 じ曲げ荷 重
を受け る片側 き裂 梁 のK値K,llAcamに近 づ く.
2.円 筒長 さの影 響 は き裂 が 中央に近 い位置 に ある程,









































との比較を通 じ,精度の確認を行った.ま た,前 者の
場合につき円筒長 さ,き裂位置が当該K値 に及ぼす影
響について検討を行った.




った.ま た,き 裂位置が円筒中央か ら端部に偏るにし
たがい,K,f大きくなることがわかった.
以上より,軸対称曲げ荷重を受ける円筒環状き裂の
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付 録
弾性 支持 され た長 さhの 梁 が図A1に 示 す よ うに端
部 に単位 厚 さあた りP,,P2の横 荷 重,曲 げ荷 重M,,
雌.を受 け る ときの 左端 か らx,右 端 か らx'の位 置X












行列 の個 々の成分,例 えばろYはP、とそれ に よるX点
の たわみ を 関係 付 け る コンプ ライア ンス,ま たズンrは
P,とそれ に よるX点 のたわみ を関係付 け る コンプ ラ
イア ンスであ り,他 も同様 に定義 され るもので ある.
これ らは図Alを 図1右 の 円筒問題 を置 き換 えた梁 と
す るとき,Hetenyiの解(3)を円筒 用に書 き換 え,次 の
































本 文 中 式(5),(6)中の 諸 量 は こ れ ら の 式 よ り 具 体 的
に 定 ま り,x+x'=hで あ る こ と も 考 慮 し,例 え ば λ〆0,
hz)は式(A4)にお い てh=h2,x=0,X'=乃2と す る こ と
に よ り,ま た λ゜ YP(h,,0)は式(A3)より ろp(a,h,)に等 し い
の で あ る か ら,式(A4)に お い てh=hノ,x=0,X'=h,
とお く こ と に よ り求 ま る.
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